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MOT VAI KY THUAT GIAI HE PHUONG TRINH
CHUA THANH PHAN DPONG BAC

Nguyén Thi Thu Hang
THPT Lé Quy Don, Bong Da, Ha Noi

1 Mo dau

Trong chuong trinhToan THCS hé phuong trinh 1a mét trong cac chu dé kho va xuét hién
thudng xuyén & cac de thi hoc sinh gioi va thi tuyén vao 16p 10 chuyén. Khi day chu dé nay
cac thay co thuong day hoc sinh nam chac phuong phéap giai cac dang co ban, do la:

1. Hé phuong trinh gém moét phuong trinh bac nhat va mot phuong trinh bac hai.

2. Hé phuong trinh déi xing loai 1.

3. Hé phuong trinh déi xtiing loai 2

4. Hé phuong trinh dang cép.

Nhung trong céac dé\ thi thi cac hé phuong trinh déi khi khéng dugc cho 6 nhing dang
co ban nén khi giai hé can phéi c6 nhing ky nang bién doi khéo léo, dan dé’f dé quy bai toan
tu la Vé\ quen. Sau day toi xin ph?p gi(/’ﬁ thiéu mot ky thuat bien doi nho dé dua hé Phudng
trinh vé dang hé phuong trinh dang cap.Chung ta con goi chung la phuong phap dong bac.

2 Noi dung

2.1 Hé coban

2 2 _
Dang hé dang cép: { alaxxz j;ig i Z;/yz :dd/
Cdch giai.
- Khi d # 0, ta dua vé phuong trinh thuan nhat bac hai déi véi 2 n x va y.
-Ta théy (x,) = (0,0) khong la nghiém nén c6 thé ta dat y = kx. Thay vao phuong trinh
thuan nhat nhan duge & budc 1, ta thu duge phuong trinh bac 2 an k. Tim k va suy ra nghiém
(x;y)-

Vi du 2.1 (Dé thi hoc sinh gidi 16p 9 tinh Phii Tho, Nam hoc 2011 - 2012). Giai hé phuong

. 22—y =1
trmh{ 24y =2
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Nhan xét. Ta thdy day la dang hé phuong trinh dang cap da xét & trén.
Loi giai. Tu h¢, ta c6 phuong trinh

xy+x*=22x* —y*) & (x —y)(Bx +2y) =0 &

Thay y = x vao phuong trinh thit nhat cta hé, ta c6 2x> — x> = 1 & x = 41, nén hé
phuong trinh ¢6 nghiém (x,y) = (1,1), (x,y) = (=1, -1).

3 A, 2 1 3 A A
Thay y = — ¥ vao phuong trinh thi nhat cua hé, ta dugc — Exz + x? = 2, v nghiém.

2.2 Mot vai hé phuong trinh dua dugc vé hé chita biéu thitc dong bac

Vi du 2.2 (Dé thi vao 16p 10 chuyén toan PHKHTN, PHQGHN, Nam hoc 2004- 2005). Giai
hé phuong trinh
x® — 6x%y +9xy? —4y> =0 (1)
VX Y+ yrTy=2 (2)
Nhan xét. Chua nhin thdy hé chita dang dang cip, nhung vé trai ctia phuong trinh (1) la
dang dong bac.

Lo gidi.
Dé thay (x,y) = (0,0) khong 1a nghiém. Dat y = kx. Phuong trinh (1) trd thanh
k=1
4k3—9k2+6k—1:O<:>[ 1
k = Z

Véik =1 < y = x, ta dugc nghiém cua hé (x,y) = (2;2).
Véik = 411 & 4y = x, ta dugc nghiém ctia hé (x,y) = (32 — 81/15;8 — 21/15).

15 (1)
3 (2)

(x+y)(x* + %)
(x =) (x* =)

Nhan xét. Day 1a hé phuong trinh dang cap bac 3.
L&i gidi. Nhan chéo vé véi vé ta c6 (x +y)(x* +y?) = 5(x — y) (x> — y?)Vi x + y # Onén
24+ y2 —5(x —y)* = 0 < 4x2 — 10xy + 4y2 = 0. Dat y = kx. Phuong trinh (1) tr& thanh :

Vi du 2.3. Giai hé phuong trinh {

k=2
2k2—5k+2:0<:>[ 1
k:§

) k = 2 & y = 2x. Thay vao phuong trinh (1) (2x + x)(x? + 4x?) = 15 < x = 1Nghiém
cua hé (1,2).

)k = % & 2y = x. Thay vao phuong trinh (1) (2y + ) (y? + 4y?) = 15 < y = 1Nghiém
cua hé (2;1).
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O ba vi du trén ta dé dang nhan ra dang hé phuong trinh ddng cdp va dua chuing vé cac
phuong trinh thuan nhat da c6 cach gidi. Nhung c6 mot vai hé ta phai c6 cai nhin tinh té hay
c6 mot chit bién d6i khéo 1éo dé dua dugce bai toan khé vé mot bai toan quen thudc ma ta
da biét cach giai.
x> —8x =13 +2y (1)
x> —3=3(y>+1) (2)

Nhan xét. Chua nhan ra dang quen thudc . Néu quan sat phuong trinh (1) va chuyén
x%; 1% vé mot vé , vé con lai 1a biéu thirc bac 1 dbi véi x ; y dé€ xuat hién phuong trinh thuan
nhat ta phai quan sat tiép phuong trinh (2) va thé phuong trinh (2) vao phuong trinh (1) ta
sé c6 phuong trinh thuan nhat bac 3.

Vi du 2.4. Giai hé phuong trinh sau {

x3—y3 =8x+2y (1)

x> -3y =6 (2)

Dé xuét hién phuong trinh thuan nhat bac 3 ta nhan ca hai vé ctia phuong trinh (1)
v6i 3 ta ¢6 3x% — 3y> = 6(4x + y).Thé 6 = x> — 3y? vao ta c6 phuong trinh thuan nhéat
3x3 — 3y® = (x% — 3y?) (4x +y).

.) x = 3y. Thay vao phuong trinh (2) ta c6 9y2 — 3}/2 = 6 & y = 1. Nghiém caa hé (3;1)
(-3;-1).

; S <162 2 V6
.) x = —4y. Thay vao phuong trinh (2) tacé 16y - 3y* =6 &y = +—.

V13

Loi gigi. Hé phuong trinh < {

4/6 6 4v/6 V6
Nén hé phuong trinh c6 nghiém (——, ——); (——; —).
) . . 5x2 — 3y = x — 3xy (1)
Vi du 2.5. Giai hé phuong trinh sau { I S Jp Y 2)

Nhan xét. Chua nhan ra dang quen thudc . Lai bién doi hé chut it. Suy nghi xem ta lam
thé nao?

5x2 +3xy = x + 3y (1)
x>+ 3y° = y? + x? (2)

Da thdy hé phuong trinh & dang quen thudc. Nhan chéo vé véi vé ta c6 (5x% + 3xy) (x> +
y?) = (x +3y) (x> +3y%) & 4x* + 522> — 9y* = 0 & x2 = y? & x = y . Thay vao phuong
trinh (2)

11
Nghiém cuta hé (0;0); (E; E)

Loi gigi. Hé phuong trinh < {

1
2x(1+ﬁ):3
Vi du 2.6. Giai hé phuong trinh sau X _{y 8;
(1= 5 —) =1
xc+y

1 3
1+ =
Loi eidi. Didu ki 0: 0. Hé ph trinh x2+y?  2x
oi giai. Dieukién x # 0;y # 0. Hé phuong trinh < . 171
x24+y2 2y
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5.1,
- 2x 2y (1)
s_1__2 (2)
2x 2y xZ+y?
. < 1 4

NhéﬂVéVé’iVétﬁCéE—W:m@x4+8x2y2_9y4:0@x2:yZThay
1
:3<:>2x+§:3<:)x:{1;—}.
X 2

1 1

y? = x? vao phuong trinh (1): 2x(1 + %)
Hé phuong trinh c6 nghiém la: (1;1) ; (%, %) ; (1,-1); (E'

Vi du 2.7. Giai hé phuong trinh sau
2,
(1)

X
/X3 1624+ — 2 ) =
4y +x3+5y6) 57
2y 9 (2)
xt X345y 10x2
3
Loi gidi. Diéu kién x% 4 y° > 0; x® + 5y° # 0; x # 0.Chia phuong trinh (2) cho % . Khi dé6

at xt 2242
X3 +5y°  5,/x3 4+
- xt 92
x3 45y 10y3
11x2 9x?2

2= n
5,/x3+y6  10y°
9x?

< x4 _ 11x2 _
x3—|—5y6 N 5‘/x3—|—y6 1Oy3

Nhan vé véi vé ta c6
2x* 121x* 81x* gy \ PR
.Vix # Onén ta s€ c6 phuong trinh thuan nhat gitta bien

B +5y6  25(x3+yb) 10046
P vaylla _ e
Y By T 25(x3 1 yf) 10040
1
21 & 2 121 81 =15
1+5t  25(1+t) 100t 8
t = 565 (loai)

= 2 =
6 6 6
1+5%  25(1+ %) 1005

6 1 1 6 x
_ Lo b— 3 ; \ Y
5= 15 OV 5% . Thay vao phuong trinh (1): 4/ x +15(2+ . )
X
3

4/x 5

1 _—

P = —

¥y
X
¥
15 X

5
22x? VX 3x, 22x
VA T

— =
5 V15 4
Binh phuong khit can ta giai duoc
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4
r=1F 4 64 80 102400
& o @ .Hé phuong trinh c6 nghiém la: (E' 50625) (= 3 ;Y a1 ).
3
] I . 16x2y? — 17y* = —1 (1)
Vi du 2.8. Giai hé phuong trinh sau { dxy +2x -7y = —1 2)

Nhan xét. Chura nhan ra dang quen thudc . Lam sao dua duge vé phuong trinh dong
bac? Ta thay & hai phuong trinh c6 4xy va 16x%y?. Néu bién déi chut it phuong trinh (2) va
thé vao phuong trinh (1) ta sé thay xuat hién phuong trinh thuan nhat.

Loi gidi. (2) & 4xy +1 = —2x + 7y. Binh phuong hai vé 16x?y? + 8xy + 1 = 4x% — 28xy +
49y> & —1+17y> + 8xy + 1 = 4x? — 28xy + 49y>

& 4(x? — 9xy + 8y?) = 0. T6i day ta dé dang gidi dugc.

11
Vay hé phuong trinh c6 nghiém (Z ; AI) ;(11)
2ty =2 (1)

(x +y) (4= x%y* — 2xy) = 2° (2)
Nhan xét. Lai mot kiéu bién d6i doc dao nita méi thdy xuat hién dugc phuong trinh

thuan nhat bac 5. Thé phuong trinh (1) vao phuong trinh (2) dé xuat hién dong bac ta phai
nhin vao s6 4 va s6 2 & phuong trinh nay.

Vi du 2.9. Giai hé phuong trinh sau {

Loi gidi. Thé 2 = x2 +y% 4 = (22 + y2)*vao phuong trinh (2).Ta ¢6 (x + y)[(x% +12)* —

x*y? — (> +yH)xy] = 2y° & x> +y°) = 2y° & x = y. Vay hé phuong trinh c6 nghiém

(-1 -1); (1)

x® — xy? + 2000y = 0 (1)

y> — yx? —500x = 0 (2)
Nhan xét. Dé dang dua dugc vé hé phuong trinh dang cAp. Nhung ta bién ddi mot chut

dé 1oi giai gon hon.

Vi du 2.10. Giai hé phuong trinh sau {

NPy ~ N X(xz—y) ZOOOy 2 2\ 2/.9
Loi giai. Hé phuong trinh < { y(? — ) = —500x Tir d6 500x2 (x? — y?) = 2000y (x

X=Yy
v & _ 25// Thay vao phuong trinh (1) hé phuong trinh ¢6 nghiém (0;0);
x = -2y
- 20V10 V10 s (20¢_ V10 )
V3 O VI
x2+9)(x% +9y) = 22(y — 1)? (1)

Vi du 2.11. Giai hé phuong trinh { ( 222y y =0 (2)
Nhan xét. Chua nhin thay ding dang nhung phuong trinh (1) 1a phuong trinh thuan
nhat bac 2 néu ta khéo léo bién déi bang cach dat an phu.
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Loi gidi. Diéu kién: y > —1. Dat x24+9 = a;y —1 = b. Phuong trinh (1) trgd thanh :
 nng2 a=—11b x? = —11y +2
a(a+9b) = 22b @{ 4 — b [ 2 =2y 11
duoc nghiém.
Vay nghém ctia hé 1a (v/2;0) va (—v/2;0).

Thay vao phuong trinh (2) ta sé tim

Vi du 2.12. Giai hé phuong trinh sau
(x —2y)(3x + 8y +4+/x2 —dxy + 4y2 — 16) = —6 (1)
(y — 4x)(3y + 2x +2/x2 — 4xy + 4y2 — 16) = —10 (2)
Nhan xét. Ta thdy hé 1a mot khdi cong kénh phic tap.Bién déi thé nao dé ra duoc
phuong trinh thuan nhat. Ca hai phuong trinh c6 biéu thirc cdn giéng nhau. Néu cong vé
v6i vé ctia hai phuong trinh lai ta sé thay xuat hién diéu dac biét. Diéu d6 dan dat ta nhan
ra hé phuong trinh dang cép.

Loi gidgi. Cong vé véi vé ta o (x — 2y)(3x + 8y) + (y — 4x)(3y + 2x) —
2(2x + 3y)/x2 —4dxy+4y2—-16) = —16 <  —5x* — 10xy — 13y* — 2(2x +
3y)\/x2 — 4xy + 42 — 16) = —16 & (2x +3y)> + 2(2x + 3y) /X2 — 4xy + 4y2 — 16) + 12 —
dxy+ 42 —16 = 0 (2x + 3y + /22 —dxy T 42— 16)° =04 /a2 — duy + &2 — 16)° =
—2x — 3y

Thay vao cd hai phuong trinh cia hé ta c6 hé phuong trinh dang cép:
(x —2y)(5x+4y) =6
(y —4x)(By +2x) =10

T6i day ban doc ¢6 thé tu giai . Hé phuong trinh ¢6 nghiém (—v/2;v/2); (V2; —v/2)

3 Kétluan

N6i tém lai méi hé phuong trinh déu dugc khoac 1én minh “nhitng chiéc 40” dep. Néu
ta biét khéo 1éo bién déi gd bo ting” 16p “ 4o Ay, ta sé dua dugce hé ban dau vé hé co ban ma
ta da biét cach giai. Sau day 1a mot sb bai tap tuong tu vdi cac vi du trén tac gid da suu tam
ban doc hay tu giai .

4 Cac bai tap tu luyén

Bai 4.1 (Dé thi vao 16p 10 chuyén toan PHKHTN, PHQGHN. Nam hoc 2008- 2009). Giai hé
2x%y —y?x =1 1

83 —y3 — 7 Papso: (1;1) (—=;—2)

phuong trinh: { >

Bai 4.2 (Dé thi vao 16p 10 chuyén toan PHKHTN, PHQGHN. Nam hoc 2002- 2003). Giai hé

2 2 —
X+ y*+axy=1 Dépsé): (1;0) (_1}0)

phuong trinh: { © 4y = x4 3y
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Bai 4.3 (Dé thi vao 16p 10 chuyén toan DPHKHTN, PHQGHN. Nam hoc 2003- 2004). Giai hé
2x3 +3x%y =5

. . 5—/105 7++/105,
phuong trinh: { P toxd =7 Péap so: (1;1) ( 3 ; 1 )
(5+ v105 7 — \/105)

4 ’ 8

Bai 4.4 (Dé thi hoc sinh gidi 16p 9 tinh Hai Duong ngay 23/2/2012). Giai hé phuong trinh:
x%+xy —2y?> =0
xy+3y>+x=7

Bai 4.5 (Dé thi hoc sinh gidi 16p 9 tinh Thanh Héa ngay 11/3/2017). Giai hé phuong trinh
1
2y/x(1+——)=3
)
2 1— =1
Vil = )
Bai 4.6 (Dé thi vao 16p 10 chuyén toan PHKHTN, PHQGHN. Nam hoc 2005- 2006). Giai hé

Oy —ayt =1 o (1,0) (0:1) (1:1) (35, V3
bt f oyt = dx ty Péap so: (1;0) (0;1) (1;1) (T'?)

phuong trinh: {

3+ 2xy? +12y =0

Bai 4.7. Giai hé phuong trinh: { Paps6: (—2;1) (2, -1)

Bai 4.15. Giai hé phuong trinh: bap s6: (1;0) (0;1)

x% 4+ 8y? =12
3 _ 3 = — 2
Bai 4.8. Giai hé phuong trinh: { 2x ?cz _ x(x+ g)izxy +3) Pépso: (2;1) (—2;,—-1)
yry
. : B+yd=1 )

Bai 4.9. Giai hé ph trinh: Dap so: (1, ;1
ai 4.9. Giai hé phuong trin { By = 2y ap so: (1;0) (0;1)
.. . . 2x2 —y? = & a .

Bai 4.10. Giai hé phuong trinh { 26— Py x bapso: (1,1) (—1;,-1)
. i o PB4y’ +3x—6y=0 . V3 /3

Bai 4.11. Giai hé phuong trinh: { 24 xy =3 Dap so: (——2, ——2)

(V3. V3,

V2'V2
3 _ .3
Bai 4.12. Giai hé phuong trinh: { 9; : y%y=_5}é1 i ig;c Déap sé: (0;2) (0;—2) (1;3)
(=1;-3)
21,2 — .

Bai 4.13. Gidi hé phuong trinh: { Vit in 1 \\//nyZy N 8v2 Dap sb: (4;4)
. i A — x—2y— . /xy =0 A 1

Bai 4.14. Giai hé phuong trinh: { Vi T4 /Ay —1=2 bapso: (1;1) (2; 2)

24y =t

7
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